Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Scwartz (CBS)

cu aplicatii in geometrie
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Tn acest articol se vor prezenta cateva probleme in care se utilizeaza inegalitatea
CBS.

Inegalitatea Cauchi-Buniakovski-Scwartz

Pentru orice numere reale a,,b,, unde k =1n are loc

(ab, +a,b, +..+ahb, ) < (alz +a,’ +...+anz)-(b12 +b,’ +...+bn2) cu egalitate daci

a - “ n . . . .
L= = b—” (cu conventia ca daca intr-o fractie un numitor este nul, atunci si

n

numaratorul corespunzator este zero).

1. Fie ABCD un patrulater ortodiagonal. Aratati ca ABCD este patrat daca si numai
daca

AC+BD:%- Pagcp -

Solutie: Dacid ABCD este patrat de laturd | = AC =BD =2 si Pasco = 41, rezulti

imediat AC+BD = % -Pasco. Reciproc presupunem

AC+BD=§'PABCD- Notam ACNBD = {0}, AO=x, BO=y, CO=z, DO=t. Cum AC

1 BD = AB=x*+y?*, BC=4y’ +2*, CD=vz’ +t*, DA=+t* +x* (cuteorema lui
Pitagora in triunghiurile dreptunghice AOB, BOC, COD, DOA).

Dar (a+b) <2(a’+b?) cu egalitate <> a = b. Obtinem a+b<+2-a’ +b°.

TnAAOB: x+y<+2 - x*+y> = AO+BO<2 -AB



ABOC: y+z<+2-\y?+22 = BO+CO<+2-BC

ACOD: z+t<yJ2 V22 +t2 =CO+DO<+2-CD

A AOD: t+x<+/2-Vt2+x> = DO+A0<+/2-AD

Tnsumand inegalitatile precedente gisim AC+BD < g-PABCD, cu egalitate daca

si numai daca x=y,y=z, z=t, t=x, respectiv AO=BO, BO=CO,
CO=DO, DO=A0, adica AO=BO=CO=DO, prin urmare ABCD patrat.

2. intr-un triunghi ABC are loc inegalitatea:

a+b+c
2

Ja(p—a)++/b(p—b)+./c(p—c) < pv/2, unde notatiile sunt cele uzuale si p =

Solutie: Inegalitatea CBS pentru n=3 devine:
(ab, +a,b, +ab,)’ < (al2 +a,” +a32)-(bl2 +b,’ +b32) Ludm a, =+a,a, =+b,a, =+
respectivb =, p-a,b,=,p-b,b,=/p-cC .

_b _ ¢ 2 2 ; egaland fiecare raport cu
p-a p-b p-c p
2 deducem ca a=b=c deci triunghi echilateral.

Are loc egalitatea pentru

3. Fie P un punct situat in interiorul tetraedrului ABCD si A, B;, C1, D1
proiectiile ortogonale ale punctului P pe planele (BCD), (ACD), (ABD), (ABC).
PB, PC, PD
+ +
A A A

am notat volumul tetraedrului ABCD.

Aratati ca PA,

L > i-(PA1 +PB, +PC, +PD, ), unde cu V
ABCD AACD AABD AABC 3V

PAI'AABCD " PBl'AAACD n Pcl'AAABD " PDl'A

AABC
=V.

Solutie:

3 3 3 3
2
Din (,/albl ~\/§+,/azb2 ~\/§—7Z+,/a3b3 ~\/§+,/a4b4 \/ZZJ <
1 2 3 4



(a,b, +a,b, +a,b, +a,b,). &, % 8% & ohtinem
b, b, b, b,
(a,+a,+a,+a,) <(ab, +a,b, +a,b, + a4b4)£%+%+%+%j
1 2 3 4

(am aplicat inegalitatea Cauchy-Buniakovski Schwartz).

Fie a, =PA, b = A, Sianaloagele =

PA, , PB
A

+ +
AACD AAABD AAABC

(PA,+PB, +PC, +PD, ) <3V [ PC, PD, j

ABCD

Observatie: Pentru a, = A,;,, b, =PA obtinem

3V. Aueco + A + Asnep + Aanec >S?, S aria totala.
PA, PB, PC, PD,

. . wa A . .
Cum r:%v (r raza sferei inscrisa in tetraedru) = z%zi inegalitate
r

1

cunoscuta (T. Andreescu, I.V. Maftei).

4. OABC este un tetraedru pentru care OA L OB 1 OC L OA cu muchiile OA, OB,
OC avand lungimile a, b, c iar OH este inaltimea tetraedrului, H € (ABC). Fie
M un punct situat la mijlocul lui OH si d;, d, ds distantele de la M la fetele
laterale (OAB), (OBC), (OAC).

Aratati ca:

a) dlab+d2bc+d3ac=%;

b) Gidads (1]
abc 6)’

2
c) df+d§+d§20|: |

Solutie:

a) Scrlem VOABC = VMOAB + VMOBC + VMOAC + VMABC .



b) Cu inegalitatea mediilor = d,ab+d,bc +d,ac > 33/d,d,d,(abcf =

3
(a—bcj > 27d,d,d, (abc) = 9% < 1
2 abc 216

c) Cu inegalitatea Cauchy-Buniakovski Schwartz =
(d,ab+d,bc+d,acy < (d? +d2 +d?)(a% + b’c? +a%c?).

Cum L:%JF%JFC%, obtinem cerinta problemei.

OH?

5. Fie ds, d3, ds diagonalele fetelor unui paralelipiped dreptunghic, iar d diagonala
paralelipipedului. Atunci are loc d 2 +d,/3+d,\/5 <2dv/5.

Solutie: d, =+a>+b?, d,=+b?+c?, d,=+a?+c?, d=+a?+b?+c?.
Din inegalitatea Cauchy-Buniakocski-Schwartz =
(V2 NaZ 47 4437 467 +5Val v <
< [(\/E)Z +(vaf +(\/§)z][(a2 +b2)+(b?+¢?)+(a® +¢?)|, ceea ce conduce la

. . d d d . v
d.v2 +d,+/3+d.+/5<2d/5. Exista egalitate pentru —~ = —2 - 2 adica
1 2 3 g p \/E \/§ \/g

2 2 2 2 2 2 2 2 2
a ’;b _b ;C -8 ;C =2 +b5 *C  (din proprietatea sirului de rapoarte egale).

Ultima egalitate conduce la b = 0, absurd! Prin urmare inegalitatea este

stricta.

6. ABCDA'B'C'D' este un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a, b, csi d
diagonala sa.
a) Aratati ca:
diz(AABC.D. +Apcon +Ancen ) <2 cu egalitate daca si numai daca
ABCDA'B'C'D' este cub.
b) Daca dj, dz, d3 diagonalele fetelor satisfac egalitatea did, + d.ds + dids = 2d?



atunci ABCDA'B'C'D' este cub.

Solutie: a) Inegalitatea este echivalenta cu avb? +¢? +cva® +b? +bva? +¢* <d’v2 (¥)

Aplicand inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwartz =

(a\/b2 +c? +cval +b? +bya’ +c2)£ <(a®+ b2 +c?)-2(a> +b? +c?) gi cum
d°=a’+b’+c” = (¥).
a’ b? c

Egalitatea are loc pentru = = _1 si egaland fiecare raport
& P b®+c* a’+c®> a’+b* 2

cu l:>a=b=c;
2

b) d, =va®+b®, d,=vb*+c?, d,=+a’+c’ =

(d,d, +d,dy +dyd, ¥ < (d2 +d2+d2)(d2+ 2 +d? )=
%f—/
2d?
d,d, +d,d, +d,d, <2d* cu egalitate pentru %z%z%zl, ceea ce conduce la
2 3 1
d, =d, =d,, adica cub.
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